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3 Erwartungswert und Varianz

Der Erwartungswert einer diskreten Zufallsvariable X mit endlicher Ereignismenge
Q = {X4, Xy, ..., Xy} ist wie folgt definiert:

EXX) = x; "P(X=%;) + X, - P(X =Xp) + - + x, - P(X = x;,)

x; sind die Werte, die die Zufallsvariable X als Realstreuung annehmen kann (da
Q = {Xq, Xy, ...,Xp}). Statt E(X) wird auch das Symbol bzw. der griechische Buchstabe p fiir
den Erwartungswert verwendet.

Beispid:

a) Zwei Personen vereinbaren ein Spiel. Es wird ein ,.fairer Wiirfel geworfen. Falls der
Spieler, der den Wiirfel geworfen hat, eine 6 wiirfelt, erhélt er von dem anderen Spieler 12€.
Die Zufallsvariable X, die den Gewinn des Spielers der den Wiirfel wirft beschreibt, hitte
folgende Verteilung

X; P(X = Xi)
1

12€ 6
5

0€ 6

Der Erwartungswert betrégt E(X) = 12€ -2+ 0€ - 2= 2€.

Wie man sieht, wird jeder der moglichen Werte mit der Wahrscheinlichkeit multipliziert, mit
der der jeweilige Wert auftreten kann.

Der Erwartungswert betrdgt also 2€, d.h. der wiirfelnde Spieler gewinnt im ,,mittel* pro Spiel
2€. Soll das Spiel fair sein, dann muss er dem anderen Spieler pro Spiel einen Einsatz von 2€
bezahlen. Oben nutzen wir den Erwartungswert um den Bruttogewinn (ohne
Berticksichtigung des Einsatzes) zu berechnen. Bei einem fairen Spiel muss somit der
Erwartungswert des Bruttogewinns gleich dem Einsatz sein.

Der Erwartungswert des Nettogewinns (mit Bertlicksichtigung des Einsatzes) wére bei einem
fairen Spiel gleich Null:

E(Xnetto) = (12€ — 2€) - 2+ (—2€) - 3= € - 2€=0€

b) Es wird 3-mal eine faire Miinze geworfen mit den Seiten Kopf (K) und Zahl (Z). Der
Einsatz betrigt 4€. Fiir jeden Wurf, bei dem K oben liegt, erhilt der Spieler 2€. Ist das Spiel
fair?
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Wir haben, wie bereits beschrieben, 2 Moglichkeiten. Wir kénnen den Erwartungswert des

Bruttogewinns mit dem Einsatz vergleichen, oder wir berechnen den Erwartungswert des
Nettogewinns, der bei einem fairen Spiel 0(€) wire.

Die Berechnung des Erwartungswertes des Bruttogewinns ist einfacher (als der des
Nettogewinns). Wir bestimmen zundchst die Wahrscheinlichkeiten fiir die einzelnen

Gewinne. Man kann 0€ gewinnen (falls keine Seite K zeigt) oder im Idealfall 6€ (falls alle 3
Seiten K zeigen).
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Z 2
1
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Es gilt:
P(X = 0€) = P 2. D)) = (})°
P(X = 2€) = PU(K, Z,7), (Z K, Z), (Z,Z,K)}) = 3 - (%) 3
P(X = 4€) = 3-(%)3

P(X = 6€) = (%) 3
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Die Anzahl der Seiten, die K zeigen, ist (wie wir spéter sehen werden) binomialverteilt.

Xj

P(X = Xi)

0€ ()= %

x| 3°G)=2

e | 3G’

6€ ()= %

8

1 3 3 1
E(X)=0€-§+2€-—+4€-§+6€-§=3€<4€.

D.h. im ,,Mittel“ verliert man 1€ pro Spiel. Der Erwartungswert des Nettogewinn wére gleich

-1€.

Die Varianz ist ein Maf} der Streuung einer Zufallsvariable und ist (fir Q = {x;, X3, ...,Xp})

wie folgt definiert:

VX)) = (x, —wW? - PX =xq) + (xg — W? - PX = %) + -+ (X — W)* - P(X = xy)

Als Symbol fiir die Varianz V(X) wird auch o* verwendet. Die Wurzel aus der Varianz
o = /V(X) ist die Standardabweichung.

Im Beispidl:

x | PX=x) | PX=x)| (x—w? | Gi—wPE=x)
0€ (%)3:% 0€ - % _ 0€ | (0€—3€)? | (0€-3€)% % = Z€2
2€|3-(3)*=2| 2€-2=2€ | (2€-3€)° (2€-3€)? - =€
4e |3-(1)=2| 4€-2=2€ | (4€-3ey (4€-3€)2-> =€
6| (-1 | se-l=2e |(6e-3ep| G€E-307 7=3€
Summe n=3€ 0% = 3€2
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Standardabweichung: 6 = +/3€* ~ 1,73€

Je groBer die Varianz bzw. die Standardabweichung ist, umso schlechter eignet sich der
Erwartungswert als ein Wert fiir eine Vorhersage bzw. umso mehr ,,streuen die Werte um den
Erwartungswert®.

Beispiel:
¥ Es werden 2 faire Wiirfel gewiirfelt. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass
(a) die Augensummer gleich 6 ist?
(b) die Augensumme hochstens gleich 4 ist?
(c) die Ausgensumme grofer als 2 ist?
(d) Wie groB ist der Erwartungswert der Zufallsvariable S (der Summe der
Augenzahlen)?

Fiir diese Aufgabe kann man zunichst mal eine Tabelle mit den Augensummen erstellen:

Wiirfel 1
112]3]4 [5 |6
112134]5 [6 |7
213456 |7 |8
~1314]5]6]7 [8 |9
T |4[5]6]7]8 |9 |10
S (516171819 [10]11
Z 67189101112
Fiir S = Augensumme gilt:
5
(@ P(S=6) = (= P({(1;5),(2;4),(3;3),(4,2),(51})
(b) P(S S4)=1+2+3=l
36
1 35
©PE>2)=1-PE<2)=1-—-==

(d)E(S) =2-P(S=2)+ -+ 12-P(S=12)

=2.i+3.i+4.i+5.i+...+12.i
36 36 36 36 36

I
N

Dieses Ergebnis ist plausibel, denn die Verteilung ist zu s = 7 symmetrisch (P(S =7 + x) =
PS=7-x)).





